
LI325 - Solutionnaire des TD123 - Algorithmes diviser pour régnerSimon AramePrintemps 20101 Notations Asymptotiques1.1 f ∈ O(g) si ∃c, n0 tel que ∀n ≥ n0 f(n) ≤ cg(n)
f ∈ Ω(g) si ∃c, n0 tel que ∀n ≥ n0 f(n) ≥ cg(n)
f ∈ Θ(g) si ∃c1, c2, n0 tel que ∀n ≥ n0 c1f(n) ≤ f(n) ≤ c2g(n)1.2 1)oui 2) oui 3) oui 4) non1.3 f14(n) =

√

log(n) ∈ O(f3(n) = log(n)) ∈ O(f11(n) = log(n2)) ∈ O(f6(n) = (log(n))2) ∈ O(f10(n) =
√

n) ∈ O(f13(n) = n) ∈ O(f9(n) = n + log(n)) ∈ O(f1(n) = 2n) ∈ O(f16(n) = nlog(n)) ∈ O(f8(n) = n2) ∈
O(f4(n) = n3) ∈ O(f2(n) = 2n) ∈ O(f12(n) = en) ∈ O(f5(n) = n!) ∈ O(f7(n) = nn)2 Fontions dé�nies par réurrene2.1 T (n) = 3(T (n

2 )) + n2

n2 versus nlog2(3) //log2(3) < 2(1) => n2 ∈ Ωnlog2(3+ǫ) ?as 3 du Master theorem ==> T (n) ∈ Θ(n2) si et seulement si(i) ∃ǫ > 0 véri�ant (1) => oui pour 0 < ǫ < 2 − log2(3)(ii) ∃c < 1 tel que a(n
b )2 < cn2 i.e. 3(n

2 )2 < cn2 => 3/4n2 < cn2 => oui pour c = 7/82.2 1a)T (n) = 2T (n
2 ) + n2

n2 versus nlog2(2) //log2(2) = 1(1)n2 ∈ Ωn1+ǫ ?as 3 du Master theorem T (n) ∈ Θ(n2) si et seulement si
∃ǫ > 0, c < 1 tel que(i) (1) est vrai => oui pour ǫ = 1/2 par exemple(ii) a(n

b )2 < cn2 i.e. 1
4n2 < cn2 => oui pour c = 3/42.2 1b) T (n) = 2T (n

2 ) + Θ(n)

n versus nlog2(2) //log2(2) = 1
n ∈ Θ(n1)as 2 du Master theorem T (n) ∈ Θ(n1log(n))2.2 1) T (n) = 2(T (n

2 )) +
√

n√
n versus nlog2(2) //log2(2) = 1√
n ∈ Ω(n1−ǫ) =>vrai pour ǫ = 1/4as 1 du Master theorem T (n) ∈ Θ(n) 1



2.2 1d) T (n) = 2T (n
2 ) + Θ(1)

Θ(1) versus nlog2(1) //log2(1) = 0
Θ(1) ∈ Θn0 = 1as 2 du Master theorem T (n) ∈ Θn0lg(n) = log(n)2.1 2 a) ? b) Quiksort ) ? d) reherhe binaire2.3 1a)T (n) = 2T (n

2 ) + n2

n2 versus nlog2(2) //log2(2) = 1(1)n2 ∈ Ωn1+ǫ ?as 3 du Master theorem T (n) ∈ Θ(n2) si et seulement si
∃ǫ > 0, c < 1 tel que(i) (1) est vrai => oui pour ǫ = 1/2 par exemple(ii) a(n

b )2 < cn2 i.e. 1
4n2 < cn2 => oui pour c = 3/42.3 1b)T (n) = 4T (n

2 ) +
√

n√
n versus nlog2(4) //log2(4) = 2√
n ∈ Ω(n2−ǫ) pour ǫ = 1 as 1 du Master theorem T (n) ∈ Θ(n2)2.3 2a) T (n) = T (n

2 + Ω(
√

n)
f(n) versus Θ(1)
T (n) ∈ Ω(

√
n)2.3 2b) T (n) = 2T (n

2 ) + Θ(n)
T (n) = nlog(n)2.4 1) T (n) = T (n

3 ) + T (2n
3 ) + n

T (n)

T (n
3 )

T (n
9 ) T (2n

9 )

T (2n
3 )

T (2n
9 ) T (4n

9 )Hypothèse : T (n) ∈ O(nlog 3

2

(n))2.4 2) Véri�ons notre hypothèse par réurrene ave la méthode de substitution.Supposons la propriété vrai pour tout k < n
T (n) = T (n

3 ) + T (2n
3 ) + n=> ∃n0, c tel que T (n) ≤ c(n

3 log 3

2

n
3 ) + c(2n

3 log 3

2

2n
3 ) + n

= cn
3 (log 3

2

(n) − log 3
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(2) + 1)Vrai pour c ≤ 1, la propriété est don véri�é. 2



3 Reherhe d'éléments, de suite d'éléments3.1 a)ReherSequentiel(T,x)POUR i de 0 à Longueur(T)SI T[i℄==xRETOURNER iFIN SISI T[i℄ > xRETOURNER FAUXFIN SIFIN POURRETOURNER FAUXFIN3.1 b)Re2(T,x,g,d)SI g = dSI T[g℄ = xRETOURNER gSINONRETOURNER FAUXFIN SIFIN SISI T((g+d/2)) < xRETOURNER Re2(T,x,g,(g+d)/2)SINONRETOURNER Re2(T,x,(g+d+1)/2,d)FIN SIFIN3.2 a)RehKieme(T,g,d,k)SI g = dRETOURNER T[g℄FIN SIp <- T[g℄j <- gPOUR i de g+1 à dSI T[i℄ <= pj <- j+1ehanger(j,g)FIN SIehanger j,gFIN POURSI j = kRETOURNER T[g℄FIN SISI j < kRETOURNER RehKieme(T,j+1,d,k)SINONRETOURNER RehKieme(T,g,j-1,k) 3



FIN SIFIN3.2 b)2 8 4 1 7 1 32 1 4 8 7 10 31 2 4 8 7 10 33.3 ) T (n) = T (n − 1) + O(n)3.2 d) Dans le meilleur des as, la taille du sous-problème est divisé en 2 à haque étape, on a alors
T (n) = T (n

2 ) + O(n) ∈ Θ(n)3.3 a)AlgoElementaire(T)max <- 0POUR i de 1 à Longueur(T)POUR j de i+1 à Longueur(T)s <- 0POUR k de i à js<- s+T[k℄SI s > maxmax <- sFIN SIFIN POURFIN POURFIN POURFIN POURRETOURNER maxFIN3.3 b)Pro(T)RETOURNER REC(T,0,Longueur(T))FINREC(T,a,b)SI a==bRETOURNER T[a℄SINONm1 <- REC(T,a,(b-a)/2)m2 <- REC(T,(b-a+1)/2)max <- maximum(m1,m2)i <- (a+b)/2j <- (a+b+1)/2S <- T[j℄m3 <- T[i℄TANT QUE i <= aS += T[i℄SI S > maxmax <- S 4



m3 <- SFIN SIi <- i-1FIN TANT QUES <- m3POUR k de j à bS += T[k℄SI S > maxmax <- SFIN SIFIN POURRETOURNER maxFIN SIFINOn peut par ontre trouver une proedure linéaire enore meilleurePROC1(T)max <- 0S <- 0POUR i de 1 a LS <- S + T[i℄SI S < 0S <- 0FIN SISI S > maxmax <- SFIN SIFIN POURRETOURNER maxFIN3.4 1a)O(T,i,j,x)ompteur <- 0POUR k de 1 à jSI T[k℄ = xompteur += 1FIN SIFIN POURRETOURNER ompteurFIN\par3.4 1b)MAJORITAIRE(T)max <- 0POUR i de 1 < à Longueur(T)/2v <- O(T,1,Longueur(T),T[k℄SI v > Longueur(T)/2 5



RETOURNER T[k℄FIN SIFIN POURRETOURNER fauxFIN1.3.4 2)Algo(T)RETOURNER MAJ(T,0,Longueur(T))FINMAJ(T,a,b)SI a = bRETOURNER (T[A℄,vrai)SINON(rx,x) <- MAJ(T,a,(a+b)/2)(ry,y) <- MAJ(T,(a+b+1)/2)SI (rx,ry) = (vrai,vrai) ET (x = y)RETOURNER (x,vrai)SINONSI (rx,ry) = (vrai,faux)SI O(T,(a+b)/2,b,x) + O(T,b,(a+b+1)/2,x) > (a+b)/2RETOURNER (x,vrai)SINONRETOURNER (0,faux)FIN SISINONSI (rx,ry) = (faux,vrai)SI O(T,(a+b)/2,b,y) + O(T,b,(a+b+1)/2,y) > (a+b)/2RETOURNER (y,vrai)SINONRETOURNER (0,faux)FIN SISINON //(rx,ry) = (faux,faux)RETOURNER (0,faux)FIN SIFIN SIFIN SIFIN SIFINLa omplexité est T (n) = 2T (n
2 ) + O(n) ∈ Θ(nlg(n))3.4 3)PSEUDOMAJ(T,g,d)SI g = dRETOURNER (vrai,x,1)FIN SI(bx,x,x) <- PSEUDOMAJ(T,g,(d+g)/2)(by,y,y) <- PSEUDOMAJ(T,(d+g+1)/2,d)SI (bx,by) = (faux,faux) 6



RETOURNER (faux,0,0)FIN SISI (bx,by) = (vrai,faux)RETOURNER (vrai,x,x+(d-g+1)/4)FIN SISI (bx,by) = (faux,vrai)RETOURNER (vrai,y,y+(d-g+1)/4)FIN SISI (bx,by) = (vrai,vrai)SI x = yRETOURNER (vrai,x,x+y)FIN SISI x > yRETOURNER (vrai,x,x+(d-g+1)/2-y)FIN SISI y > xRETOURNER (vrai,y,y+(d-g+1)/2-x)FIN SISI x = y //x!=yretourner (faux,0,0)FIN SIFIN SIFINLa omplexité de PSEUDOMAJ est T (n) = 2T (n
2 ) + Θ(1) ∈ Θ(n)4 Tris4.1 1)FUSION(A,B)R <- CreerTablo(Longueur(A)+Longueur(B))Ia <- 0Ib <- 0Ir <- 0TANT QUE Ia < Longueur(A) ET Ib < Longueur(B)SI A[Ia℄ <= B[Ib℄R[Ir℄ <- A[Ia℄Ia += 1Ir += 1SINONR[Ir℄ <- B[Ib℄Ib += 1Ir += 1FIN SIFIN TANT QUETANT QUE Ia < Longueur(A)R[Ir℄ <- A[Ia℄Ia += 1Ir += 1FIN TANT QUETANT QUE Ib < Longueur(B)R[Ir℄ <- B[Ib℄ 7



Ib += 1Ir += 1FIN TANT QUERETOURNER RFINLa omplexité de FUSION est pour n = Max(Longueur(A),Longueur(B)), T (n) = n4.1 2)TRIFUSION(T,g,d)si g = dRETOURNER TA <- TRIFUSION(T,g,(g+d)/2)B <- TRIFUSION(T,(g+d+1)/2,d)RETOURNER FUSION(A,B)FIN4.1 3)La proédure TRIFUSION est de l'ordre T (n) = 2T (n
2 ) + n ∈ Θ(nlgn)5 Algebre et arithmétique5.1 1) On fait l'hypothèse que les additions et les multipliations d'entiers se font en un temps unitaireVéri�ons que l'addition de deux polynomes de degré n − 1 se fait en Θ(n)AddPolynome(p,q,n)r <- reerPolynome(n)POUR i de 1 a nn[i℄ <- p[i℄ + q[i℄FIN POURRETOURNER rFINOui, Cet algorithme est bien de l'ordre du degre des opérandes.5.1 2) La méthode direte va omme suit :MultPolynome(p,q,degMax)n <- degMax+1C <- reerPolynome(2n-1)POUR i de 1 à 2n-1C[i℄ <- 0FIN POURPOUR i de 0 à n-1POUR j de 0 à n-1C[i+j℄ <- C[i+j℄ + p[i℄q[j℄FIN POURFIN POURRETOURNER CFIN 8



L'algorithme de la méthode direte est de l'ordre de n25.1 3) Voii l'algorithme réursif pour le produit de 2 polynomes utilisant l'identité suivante :
pq = p1q1 + xn/2(p1q2 + p2q1) + xn/2p2q2en prenant pour aquis la déomposition de p et de q suivante tel que dans l'énoné :
p(x) = p1(x) + xn/2p2(x)
q(x) = q1(x) + xn/2q2(x)MultPolyRe(p,q)n <- Max(deg(p),deg(q))SI n < 3RETOURNER MultPolynome(p,q,n)FIN SIm <- n/2//Les quatres prohaines lignes sont à larifier,//Si vous onnaissez le fin mot de l'histoire,//veuillez m'en informer à simonarame AT xsimo.omp1 <- p / x^mp2 <- p mod x^mq1 <- q / x^mq2 <- q mod x^m//La suite est sans ambiguitéM1 <- MultPolyRe(p1,q1)M2 <- MultPolyRe(p1,q2)M3 <- MultPolyRe(p2,q1)M4 <- MultPolyRe(p2,q2)RETOURNER M1 + (M2+M3)*x^m + M4*x^mFINOn trouve l'ordre de et algorithme réursif en alulant par la méthode du théorème maitre : T (n) =
4T (n

2 ) + O(n)
T (n) ∈ Θ(n2)5.1 4) Toujours en gardant la même déomposition, on utilise maintenant la relation suivante : p1q2 +
p2q1 = (p1 + p2)(q1 + q2) − p1q1 − p2q2 Alors l'algorithme réursif devient :MultPolyRe2(p,q)n <- Max(deg(p),deg(q))SI n < 3RETOURNER MultPolynome(p,q,n)FIN SIm <- n/2//Les quatres prohaines lignes sont à larifier,//Si vous onnaissez le fin mot de l'histoire,//veuillez m'en informer à simonarame AT xsimo.omp1 <- p / x^mp2 <- p mod x^mq1 <- q / x^mq2 <- q mod x^m//La suite est sans ambiguitéM1 <- MultPolyRe2(p1,q1)M4 <- MultPolyRe2(p2,q2) 9



M5 <- MultPolyRe2(p1+p2,q1+q2)RETOURNER M1 + (M5-M1-M4)*x^m + M4*x^mFINLa omplexité est alors d'ordre inférieur à e que l'on avait auparavant. On sépare le problème en troissous-problèmes de taille n/2 au lieu de quatre. On a don par le théorème maitre,
T (n) ∈ Θ(nlog2(3))et on a bien n2 > nlog2(3)∀n > 15.1 5) À mon avis il s'agit d'une optimalité relative. Certains herheurs ont du améliorer enore plus lemodèle.5.2 (Algorithme de strassen pour la multipliation de 2 matries) Cet exerie ne fut pas traité parnotre groupe par manque de temps. Il me ferait plaisir de reevoir une solution à l'adresse simonarame ATxsimo.om.5.3 (Matrie de Toeplitz) IDEM6 Géométrie algorithmique6.1 1) Voii l'algorithme naïf qui alule diretement les deux points les plus rapprohés dans un nuagede pointsAlgoNaif(P,n)dmin <- +infinityPOUR i de 1 à nPOUR j de i+1 à nSI distane(P[i℄,P[j℄)<dmindmin <- distane(P[i℄,P[j℄)FIN SIFIN POURFIN POURRETOURNER dminFINCet algorithme est de l'ordre de n2.6.1 2)Voii l'algorithme DiviserPoints qui alule à partir de P les tableaux PgauheX (resp. PgauheY)orrespondant aux points de l'ensemble PGauhe triés selon les abisses (resp. les ordonnées), de même pourles tableaux PdroitX et PdroitY.DiviserPoints(PX,PY)PGX <- PX[1,n/2℄PDX <- PX[n/2,n℄PGY <- CreerTableau(n/2)PDY <- CreerTableau(n/2)l <- PX[n/2℄i <- 1j <- 1POUR k de 1 à nSI PY[k℄.x < l.x OU ( PY[k℄.x = l.x ET PY[k℄.y < l.y )PGY[i℄ <- PY[k℄ 10



i++SINONPDY[j℄ <- PY[k℄j++FIN SIFIN POURRETOURNER (l,PGX,PDX,PGY,PDY)FINCet algorithme est lairement de l'ordre de n6.1 3a) L'algorithme BandeVertiale retourne le PY' herhé.BandeVertiale(PY,l,d)i <- 1PY' <- reerTableauPoints()POUR j de 1 à nSI ( PY[j℄.x >= l.x-d ET PY[j℄.x <= l.x+d )PY'[i℄ <- PY[j℄i++FIN SIFIN POURRETOURNER PY'FIN6.1 3b) sur et dans un arré de �té a, si on plae 4 points aux 4 oins du arré, la distane minimaleentre 2 de es points est a. Lorsque l'on rajoute un inquième point, il ne peut faire que diminuer la distaneminimale entre 2 points quelquonques de es 5 points. Pour s'en onvainre, dessiner un arré et essayer deplaer 5 points de telle sorte que la distane minimale soit a, 'est impossible.6.1 3) On démontre ii le fondement de l'e�aité de et algorithme. Les points de PY' sont triés enordre d'abisse et es derniers sont situés dans une bande vertiale de "division" du nuage de points qui aune largeur 2d. Soit une largeur de d de part et d'autres de la droite vertiale de division. En disposant 6points qui ont une distane de d, le septième point est forément à une distane inférieure à d.
6.1 3d) Voii l'algorithme en O(n) qui véri�e s'il existe une paire de points dans PGauhe et PDroit dontla distane est stritement inférieure à d et si oui la retourne ainsi que les points onernés.RehVertiale(PY',d)dmin <- TRIPLET(d,null,null)POUR i de 1 a nPOUR j de i+1 à min(i+8,n)SI distane(PY'[i℄,PY'[j℄)<dmin 11



dmin <- TRIPLET(distane(PY'[i℄,PY'[j℄), PY'[i℄,PY'[j℄)FIN SIFIN POURFIN POURRETOURNER dminFIN6.1 4) L'algorithme prend entrée les tableaux triées PX et PY qui représente 2 fois le nuage de points triérespetivement en ordonnées et en abisse. Ce prétraitement peut se faire en O(nlog(n)) par un tri-fusionpar exemple.PlusProhes(PX,PY)SI (longueur(PX) < 4 )RETOURNER AlgoNaif(PX)SINON(l,PGX,PDX,PGY,PDY) <- DiviserPoints(PX,PY)TRIPLET(dg,PGX,PGX) <- PlusProhes(PGX,PGY)TRIPLET(dd,PDX,PDX) <- PlusProhes(PDX,PDY)dr <- min(dg,dd)PY' <- BandeVertiale(PY,l,dr)TIPLET(dm,P1,P2) <- RehVertiale(PY',dr)SI dr<dmRETOURNER TRIPLET(dr,P1,P2)SINONRETOURNER TRIPLET(dm,P1,P2)FIN SIFIN SIFIN6.1 5) La relation de réurrene va omme suit : T (n) = 2T (n/2)+O(n). On obtient un temps d'exéutionde l'ordre de nlog(n)

12


